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Internet ofrece muchos recursos para la ensefianza
de la estadistica. En este trabajo se analizan diez
applets, validos para la ensefianza de la varianza en
el Bachillerato de Ciencias Sociales. Se describen los
componentes del significado presentado de la
varianza y se analiza la idoneidad did4ctica de
dichos recursos para orientar al profesorado.
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Interactive resources for the study of variance

There are many resources for the teaching of
Statistics available on the Internet. In this paper, we
analyze ten applets suitable to work with this
concept in the Social Sciences baccalaureate. We
describe the components of meaning of variance,
and analyze the suitability of these resources to
guide the teachers.
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a dispersion y sus medidas resultan esenciales en

una distribucion de datos, pues complementan a
las medidas de posicion central. Wild y Pfannkuch
(1999) incluyen la percepcion de la variacion en los
datos (v por tanto de la dispersion) como un com-
ponente basico del pensamiento estadistico. Asi-
mismo Moore (1990) sugiere los siguientes elemen-
tos de este pensamiento: la percepcion de la
omnipresencia de la variacion y la competencia para
su explicacion y su cuantificacion.

En este trabajo realizamos un analisis de algunos
recursos que permiten explorar y visualizar el con-
cepto de varianza, para prever su utilidad y las posi-
bles dificultades que pueden encontrarse a la hora
de su utilizacion en el aula.

Las medidas de dispersion en el curriculo

Los contenidos de estadistica ocupan un lugar rele-
vante en la ensefianza secundaria, especialmente en
el Bachillerato de Ciencias Sociales (MEC, 2007).
Reflejamos en la tabla 1 los contenidos del primer
curso, donde la vatianza forma parte de la estadistica
desctiptiva unidimensional.

En la correlacion y regresion la desviacion tipica
interviene en el cdlculo de los coeficientes de co-
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rrelacion y regresion. Al analizar la bondad de ajuste
de los puntos del diagrama de dispersién a la recta
de regresion utilizamos el coeficiente de determi-
nacién (cuadrado del coeficiente de correlacion).
Finalmente, en el estudio de las distribuciones de
probabilidad, la varianza (o desviacion tipica) se uti-
liza en el teorema de Markov para indicar la pro-
potcion de valores de la variable incluida en inter-
valos centrados alrededor de la media. Igualmente
la desviacion tipica es uno de los dos parametros
que determina la distribucién normal.

La varianza aparcce también en ¢l segundo curso
de Bachillerato de Ciencias Sociales, vinculada a la
infetencia estadistica, al estudiar la distribucién
muestral de la media y de la proporcion. En conse-
cuencia, es importante que los estudiantes adquieran
una comprension suficiente del concepto para ase-
gurar su éxito en los temas citados.

— Estadistica descriptiva unidimensional. Tipos de variables. Méto-
dos estadisticos. Tablas y graficos. Pardmetros estadisticos de lo-
calizacién, de dispersidn y de posicion.

— Distribuciones bidimensionales. Interpretacion de fenémenos so-
ciales y econémicos a partir de la representacidn grafica de una
nube de puntos. Grado de relacién entre dos variables estadisti-
cas. Regresidn lineal, Extrapolacion de resultados. Asighacion de
probabilidades a sucesos.

— Distribuciones de probabilidad binomial y normal.

Tabla 1. Iniciacion a la estadistica y la probabilidad
en el bachillerato de Ciencias Sociales

Fundamentos

Recursos en Internet y su papel
en la ensefianza de la estadistica

El curticulo espafol advierte de la importancia de
la competencia tecnoldgica en el ambito de las ma-
tematicas (MEC, 2007). La estadistica en particular
cuenta con una gran influencia de la tecnologfa y
de Internet (Pratt, Davies v Connot, 2011; Bichler
et al., 2013), donde se posibilita abordar objetos es-
tadisticos abstractos a través de micromundos vir-
tuales basados en la simulacion (Batanero, 1998;
Contreras, 2011). Mills (2002) sefiala que estos re-
cursos permiten sustituir las demostraciones for-
males por razonamientos mas intuitivos, contribu-
vendo a la rebaja de su complejidad.
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Para introducir con comodidad la tecno-
logia cn la ensefanza de los contenidos
de estadistica y probabilidad se crea la ne-
cesidad de formar al profesorado en el
empleo adecuado de software para fo-
mentar la comprension de los alumnos
(Chance, Ben-Zvi, Gartield v Medina,
2007, Contreras, Diaz, Arteaga, Gonzato
v Canadas, 2011).

Significado de un concepto
matemdtico: el caso de la varianza

Al reflexionar sobre la dificultad del apren-
dizaje de los conceptos es necesario co-
menzar por hacer un analisis epistemolo-
gico. Centrandonos en la varianza v
siguiendo a Godino y Batanero (1997), con-
sideramos las siguientes entidades primarias
como constituyentes de su significado:

— Problemas y sitnaciones. Inducen activi-
dades que definen el campo de pro-
blemas de donde surge la varianza. Un
cjemplo serfa determinar el grado en
que difieren los datos de una muestra
con trespecto al promedio.
Procedimientos, algoritmos, operaciones. Al
resolver un problema se realizan dis-
tintas practicas. Caracteristicas en la
resolucion de problemas de la varianza
serfan sumat una setie de diferencias
de valores con respecto a la media del
conjunto, elevandolas al cuadrado v
dividiendo por el nimero de suman-
dos.

— Representaciones utilizadas en la resolu-
cion de problemas (términos, expre-
siones, simbolos, tablas, graficos).

— Conceptos, proposiciones. Las definiciones
y propiedades caracteristicas de la va-
rianza y sus relaciones con otros con-
ceptos.

— Demostraciones. Empleadas para probar
las propiedades de la varianza y que
llegan a formar parte de su signifi-
cado.



De acuerdo con este marco tedrico, el sig-
nificado de un concepto matematico vatfa
segun la institucién considerada y los ins-
trumentos semioticos disponibles en la
misma. El proceso de enseflanza requiere
fijar unos significados para los conceptos
a ensefiat, que no coinciden, en general,
con el atribuido por los matematicos pro-
fesionales.

Metodologia

Nuestro trabajo se centra en ¢l analisis de
diez applets descritos en la tabla 2 junto
con un codigo para identficar cada uno
de ellos. Para localizarlos hemos recurrido
a la exploraciéon de servidores de educa-
cion matematica que recogen agpplets por
tematicas. También se ha realizado una
busqueda directa, en Internet, a partir de
términos claves como «applet v alguno
de los siguientes «varianzay, «desviacion
tipica», «medidas de dispersiony, «va-
riancer. Una vez identificados, se realizd
un primer andlisis superficial para ver si
era adecuado para el Bachillerato de Cien-
cias Sociales.

En algunos recursos se ponen en juego
otros estadisticos de dispersion (como el
rango o la varianza) y/o de tendencia cen-
tral. Sin embargo nuestro analisis se centra
tnicamente en lo relativo al concepto de

varianza. Al ser la muestra intencional no pretende-
mos generalizar nuestras conclusiones, sino estudiar
la utilidad de los recursos encontrados para la labor
docente.

En primer lugar, se caracterizan los campos de proble-
mas, fruto de las distintas situaciones problema que
presentan. Posteriormente, haremos lo propio con
los algoritmos y procedimientos, tipo de lengmaje v represen-
laciones que presentan,

La caracterizacion de definiciones y propiedades no
es relevante para nuestra muestra pues todos los
applets estan concebidos para usarse una vez scan
conocidas las definiciones de varianza v sus propie-
dades elementales. Se complementa el analisis con
una clasificacion tematica de los applets por su pro-
ximidad a la estadistica descriptiva, probabilidad o
inferencia estadistica.

Resultados
Campos de problemas

Fl analisis de los applets nos ha permitido determi-
nar los siguientes tipos diferenciados:

CP1. Medir la dispersion de fos datos de nna distribucicn
estadistica. Se pide al estudiante medir la dispersion
de los datos respecto a la media aritmética. Se dis-
tinguen dos subcampos de problemas.

— CPI1.1. Medir la dispersion de los datos procedentes de
una muestra. El alumno unicamente ha de intro-
ducir los datos para obtenerla. No necesita hacer
ningun calculo, pero si interpretar los resultados.

Applet Nombre

Direccidn

Al Calculate standard deviaten and variance

A2 Mean, variance, and standard deviation

A3 The variance estimation experiment

A4 Multinomial distributions calculator

A5 N-1 as unbiased estimator of the population variance
Ab Descriptive sampling statistics

A7 Idea gréfica de la desviacidn tipica

A8 Medir sobre el histograma
A9 Media y desviacion tipica

Al0  Calculo de la desviacion estandar paso a paso

www.pulsedpower.net/applets/math/stdev/stdev.html
joemath.com/applets/stats/
http://www.math.uah.edu/stat/apps/VarianceEstimateExperiment.html
home.ubalt.edu/ntsbarsh/Business-stat/otherapplets/multinomial.htm
www.uvm.edu/~dhowell/fundamentals8/SeeingStatisticsApplets/N-1.html
home.ubalt.edu/ntsbarsh/Business-stat/otherapplets/Descriptive.htm
docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/e2desvtip.htm
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/eso/
actividades/estadistica_y_probabilidad/medidas/medir_histograma/actividad.html
recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/eso/actividades/
estadistica_y_probabilidad/medidas/media-dtipica/actividad.html
xtec.cat/~fgonzal2/estad_descriptiva/media_y_desviacion.htm

Tabla 2. Descripcidn de la muestra de applets
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KE Requiete conocer los conceptos de media, des- forma del histograma que la repre-
viacion respecto a la media, varianza y desviacion senta. Pueden modificarse los datos v
tipica. La figura 1 es un ejemplo en donde se in- ver sus efectos sobre el grifico y sobre
cluyen también el rango y recorrido intercuarti- estos estadisticos.

lico. la desviacion media v ¢l coeficiente de va- . ; oy .
3 = ! CP2. Conmparar la dispersion de dos o mds dis-

tiacién v otras medidas de valor central y de o ;e :
’ tribuciones estadisticas. Un ejemplo se mues-

forma.
—_ CP1.2. Medir la dispersion de los datos procedentes de
sna muestra a partir de si representacion grafica. Un

tra en la figura 3 donde, a partir de dos
muestras de igual tamano asociadas a un

mismo experimento, se obticnen lasg va-

eiemplo se muestra en la figura 2. En csta a li- ; . v
jettip ‘ 5 13 rianzas vy las desviaciones tipicas muestra-

cacién se trata de que el alumno encuentre la re- les asociadas a cada una de ellas
o < rd o e [ e e

lacion entre los valores de la media aritmética y
de la desviacién tipica de una distribucion y la CP3. Comparacion de la varianza y la cuasiva-
rianza. En inferencia estadistica, una vez
calculada la varianza en la muestra, nos

interesa estimart ¢l valor de la varianza en

la poblacién. Sin embargo, la varianza
muestral no es un buen cstimador, de-
biendo recurrit a la cuasivarianza:
N —
A 2 i T
v CALCULATE _ CLEAR St — Ry o
ki Observations, Max ' N —1
: Mean (Average) Min & 4
Vanoci Hange Fn algunos applets se pone de manifiesto
Standard . " =
Deviati 1st Quartile la bondad de la cuasi-varianza como c¢sti-
Coef. of]| Coef. of Quar. .
variation var. mador muestral insesgado frente a la va-
Sk 3rd Quartile . o
Kurtosis TnterQuartile| rianza muestral, a partir de los datos de
Quartile
i r una muestra.
Median| Haag:vI::
HSTOGRANMNG CP4. Construir un intervalo de confianza para
Class Width]| [ No. of Classesi| . ; e et
o ~ estimar la varianza (0 la desviacion tipica). Una
P T ver obtenido un estimador de la varianza
3 w_m - = v o . .
R en la poblacion por medio de la cuasiva-

, , . o rianza. aleunas situaciones requicren del
Figura 1. Medir la dispersidn de datos en una muestra (A6) ) a, dlg ) 1
cilculo de un intervalo de confianza para
Ja misma. En el ejemplo de la figura 4, los
alumnos pueden variar el rango de valores

™ Moswar la tabla de frecuencias

que toman los parametros asociados a la
construccion de un intervalo de confianza

Let's compare some sample data from recent test scores... (out of 100)

Test scores from Class #1 —-Click here to check answers—
65, 66,67,69,70,70,70,71, 71,72, 73,74, 76
sid = 3.00
[ Test scores from Class #2
¥ Moswar a desvicatpica 5.1 50,53, 54, 55, 55, 58, 59, 59, 75, 95,98, 100, 100
Figura 2. Medir la dispersion de datos a partir Figura 3. Comparar la dispersién de dos
de su representacién grafica (A9) o mas distribuciones (A2)
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The Variance Estimation Experiment

"1 n v v [ ¥

TwoSided 4| |- a=0.95 =w———— = Critical ¥ = 0,484, 11.143
Normal + | m=5: 127 0.0 s s 1 = (1,5 e

Figura 4. Construir un intervalo de confianza
para la varianza (A3)

para la desviacion tipica (tamano muestral,
nivel de confianza, etc.) v el tpo de distti-
bucién de la muestra, observando los efec-
tos que producen tales modificaciones en
la construccidn de los intervalos de con-
fianza.

En la tabla 3 se observa que la mayoria
de applets de la muestra se centran en la
estimacion numérica o grafica de los va-
lores de la varianza v/o la desviacion tipica
(CP1). Podtiamos también utilizar el
campo de problemas CP2 sin mas que re-
petir ¢l campo de problemas CP1.1 dos
veces; pero algunos de los applets no per-
miten introducir los propios datos. Puesto
que una gran parte del interés de la esta-
distica descriptiva es comparar dos distri-
buciones serfan necesarios mas applets del
tipo CP2.

Campos de problemas Applets
CP1.1. Medir la dispersion de datos

en una muestra Al, Ab, 10
CP1.2. Medir la dispersion de datos a partir

de su representacion grafica A7, A8, A9
CP2. Comparar la dispersidn de dos

o mas distribuciones AZ, A4
CP3. Comparacion de la varianza

y la cuasi-varianza A5
CP4. Construir un intervalo de confianza

para la varianza A3

Tabla 3. Correspondencia entre los campos
de problemas y los applets

Algoritmos y procedimientos

Una vez que el alumno tiene que trabajar un campo
de problemas, ha de aprender algoritmos y proce-
dimientos para resolverlo. Pueden distinguirse los
siguientes algoritmos v procedimientos asociados a

los appiets:

AP 1. Calelar la varianza y/ o la desviacion tipica de datos
sin agrupar. Esta es una operacion muy frecuente en
un conjunto de datos pequefio v se halla implemen-
tada en algunos recursos analizados. Un ¢jemplo se
mostré en la tigura 1.

AP2. Calenlar la varianza y/ 0 la desviacion tpica de datos
agrripados e intervatos. Cuando ¢l conjunto de datos
es numeroso, conviene realizar una agrupacion en
intervalos; por ejemplo, para representarlo grafica-
mente. Otras veces un problema de un libro de
texto proporciona los datos ya agrupados. El alumno
puede utilizar el applet donde se dan los cilculos
para datos agrupados para efectuar los calculos per-
tinentes. Un ejemplo se mostrd en la Figura 2. Es
importante hacer notar que la solucion obtenida es
aproximada y cambia dependiendo de los intervalos
utilizados.

AP3. Calentar la varianza y/ o la desviacion tipica de datos
presentados grificamente. Permite calcular el valor de
estos estadisticos cuando la muestra se presenta en
un histograma o un diagrama de barras. La figura 2
ilustra un ejemplo de este procedimiento.

AP4. Calezlar la varianza o la desviacion tipica de dos
miestras distintas. Se puede utilizar el applet para cal-
cular realizar este calculo en dos muestras distintas
con el objetivo de comparar su dispersion (Ver ejem-
plo en la figura 3).

AP3. Estimar la varianza por medio de la cnasi-varianza. El
alumno puede utilizar el applet para obtener el calculo
de estos dos estadisticos y comparar sus valores.

APG. Construir e intervalo de confianza para la desviacion
tipica y el nivel de confianza asociado. Permite calcular
los extremos del intervalo de confianza asociado a
la desviacion tipica o a la varianza a partir de una
muestra dada (figura 4).

AP7. Lectura e intferpretacion de graficos que contengan in-
Jormacidn sobre la varianza. Ayuda a identificar y dar
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sentido a la informacién que se presenta en un his-
tograma o un diagrama de barras y comprender
mejor el significado de la varianza (figura 2).

APS. Estimar la varianza a partir de grdficos. El alumno
puede recurrir a este applet para dar una aproxima-
cion del valor que puede tomar la varianza, presen-
tados los datos por medio de un histograma o un
diagrama de barras.

En la tabla 4 observamos mayor variedad de proce-
dimientos que de campos de problemas. Los applets
que involucran representaciones de tipo grafico (A7,
A8, A9Y) se caracterizan por ponet en jucgo un mayor
ndmero de los algoritmos y procedimientos (AP2,
AP3, AP7 y AP8). Por otra parte, los que se centran
exclusivamente en la obtencion del valor numérico
que toma la varianza y/o la desviacion tipica (Al,
A6 v A10) se restringen a uno (AP1),

Algoritmos y procedimientos Applets

AP1. Calculo con datos sin agrupar Al, AG,
Al0

AP2, Calculo con datos agrupados A7, AR, A9

AP3. Célculo con datos representados graficamente A7, A8, A9

AP4. Célculo con dos muestras distintas A2, Ad4

APS. Estimacion de la varianza por medio de |a cuasivarianza A5

AP6. Construccién de un intervalos de confianza A3

AP7. Lectura en interpretacion de graficos A3, A7, A8,
A9

AP8. Estimacién a partir de la lectura de gréficos A7, AB, AS

Tabla 4. Correspondencia entre algoritmos y applets

Lenguaje y representaciones

Los términos verbales y expresiones relacionados
con la varianza presentes en la muestra son comunes
a todos los applets que la conforman. Recogemos:
desviacion, desviacion estandar, desviacion tipica, varianga y
varianza poblacional. Algunos, recurren a términos
que, fuera de contexto, no guardan relacion directa
con la varianza: Cogficiente de variacion, distribucion, dis-
tribucidn minestral, distribucion mulfinomial, estimador, his-
tograma, intervalo de confianza para la desviacion estandar,
marca de clase, media, wedia aritmiética, ninestra, tamano
wnestral, variable aleatoria.
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En relacion a la simbologia, destaca su
escasez. En los applets donde se manifiesta,
va acompafiada de algiin tipo de aclaracion
y es la simbologfa estindar en el trata-
miento de la varianza y la desviacion tipica:
§? .. (varianza muestral) .S (desviacion ti-
pica muestral) 7. (cuasivarianza) S,
(cuasidesviacién tipica), 0° (varianza po-
blacional), o (desviacion tipica poblacio-
nal).

Respecto a las representaciones graficas sc
han encontrado diagramas de puntos v de
barras, histogramas, curvas de distribucion
y funciones de densidad. Deducimos por
tanto la necesidad de que el profesor ponga
atencion a estas representaciones y asegure
su comptension por parte de los estudian-
tes para trabajar con los applefs.

Clasificacion temdtico-estadistica
de los applets

Se presenta en la tabla 5, una clasificacion
de los mismos segin su vinculacion a la
estadistica descriptiva, al calculo de pro-
babilidades o a la inferencia estadistica.
Mayoritariamente (en siete de los dicz
applets), el tratamiento de la varianza que
se propone en la muestra se caracteriza
por potenciar aspectos propios de la cs-
tadistica descriptiva.

Clasificacion estadistica Applets

Estadistica descriptiva AL, A2, AG, A7, A8, A9, ALD
Célculo de probabilidades A4
Inferencia estadistica A3, A5

Tabla 5. Clasificacion tematica estadistica
de los applets

Conclusiones e implicaciones

Para finalizar completamos el analisis
ahondando en la adecuacion de los appless
al proceso de ensefianza-aprendizaje por




medio de la nocién de idoneidad didactica
(Godino, Wilhelmi y Bencomo, 2005), que
se articula por medio de seis componentes
que se describen a continuacion.

La idoneidad epistémica se fundamenta en la
representatividad de los significados ins-
titucionales implementados (o pretendi-
dos), respecto de un significado de refe-
rencia; es decir, si el significado que de la
varianza se aporta en un gpplet es adecuado
desde el punto de vista matematico. Aun-
que se ha visto que los campos de pro-
blemas se adectian al tratamiento de la va-
rianza en el primer curso de bachillerato
de Ciencias Sociales, para asegurar esta
idoneidad serd necesario que ¢l profesor
plantee previamente un problema rele-
vante que motive el uso del recurso. Asi-
mismo tras su implementacion, debiera
interpretarse el valor asociado a la varianza
(o desviacion tipica) en el contexto del
problema.

La idoneidad cognitiva es el grado en que los
significados pretendidos/implementados
son asequibles a los alumnos. La sencilla
implementacion que precisan los applets
asi como la clatidad a la hota de desctibir
las distintas etapas intermedias que preci-
san para cl tratamicento de la varianza hace
que estén al alcance de los usuarios (alum-
nos y profesores); de ahi que cuenten con
la suficiente idoneidad. No obstante es
importante que el profesor tenga en
cuenta las dificultades descritas en Estepa
v del Pino (2013): a) confusién entre la
idea general de variabilidad y la de dispet-
sién respecto a una medida de tendencia
central; b) no comprension del significado
de la varianza; ¢) no saber cudndo es pre-
ferible una medida de dispersion frente a
otra.

La idoneidad interaccional o grado en que
la organizacién de la ensefianza permite
identificar conflictos semidticos y resol-
verlos. En cste caso, 1a idoneidad de los

applets dependera de la organizacion del trabajo
que el profesor proponga en el aula. Resulta de
interés el trabajo que los estudiantes puedan hacer
con los applets de manera grupal, de forma que
se subsanen los conflictos que emerjan de csta
practica.

La idoneidad mediacional es la disponibilidad y ade-
cuacién de los recursos necesarios para el desarrollo
del proceso de ensefanza-aprendizaje. Para llevar a
la practica ¢l trabajo con los applets que se presentan
en este trabajo no se requiere mds que un ordenar
en cl aula,

La idoneidad emocional se centra en el interés v la mo-
tivacion del alumnado en el proceso de estudio. El
trabajo con tecnologia supone una amplia fuente
de motivacién para los estudiantes, ya que les per-
mite enfrentarse al concepto de varianza de un
modo alternativo al que proponen otros recursos,
como el libro de texto; de ahi que su grado de ido-
ncidad sea notable.

En la muestra analizada, los applets potencian los
matices algoritmicos vinculados al concepto de va-
rianza frente a otros aspectos conceptuales, Por
eso, es importante examinat cada uno de ellos, de
forma que sea pertinente su uso en la consccucion
de los objetivos establecidos por el profesor. Serfa
también importante que ¢l profesor discuta con
los alumnos las propiedades implicitas en cada uno
de los applets.

La muestra analizada se caracteriza por presentar
¢l estudio de la varianza en el marco de la Estadis-
tica Descriptiva. Sin embargo, muy pocos trabajan
el sentido que en dicho ambito se confiete a la va-
rianza, que seria la comparacion de muestras que
tienen el mismo valor central. Serd importante que
el profesor resalte este aspecto en la clase. Al mismo
tiempo es necesario que sc claboren otros applets
centrados en la probabilidad y en la inferencia.
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